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Sériel

Ejercicio 1. Algebra

12 -1t 2
Sean las matrices M = (0 —-1] y N = .
‘¢ 2 1 0 -1

a) Calcule M-N y compruebe que la matriz resultante no es invertible.
b) Encuentre los valores de t para los cuales la matriz N-M es invertible.

Solucion:

a) Calcule M-N y compruebe que la matriz resultante no es invertible.

Calculamos el producto de las matrices M (orden 3x2) y N (orden 2x3), resultando en una matriz 3x3.

1 2 14 o -14+2 t+0 2-2 1 t 0
M-N=|[0 -1 <1 0 _1> 0—-1 040 0+1]|= -1 0 1
t 2 —t+2 240 2t—2 —t+2 2 26—2

Para comprobar que no es invertible, calculamos su determinante.

|IM-N|=1(0 =) —t(—(2t —2) — (=t +2)) = —t> —t(—2t + 2+t —2) = —t> —t(—t) = —t> + 1> = 0.

Como el determinante es 0 para cualquier valor de t, la matriz no es invertible.

1 t 0
M. -N = -1 0 1 . No es invertible porque su determinante es 0.
—t+2 t? 2t—2

b) Encuentre los valores de t para los cuales la matriz N-M es invertible.

Calculamos el producto de N (2x3) y M (3x2), resultando en una matriz 2x2.
1

-1 t 2
N-AM= ( 10 —1) (t)

Para que sea invertible, su determinante debe ser no nulo.

2

S (1042t 22—t (201 142
o) \1+0-t 240-2)"\1-t 0 )

IN-M|=(2t—1)(0) = (=t +2)(1 —t) = —(—t+2—t*+2t) = —(—t* +t +2) =t —t — 2.

IN-M|=0 < t?—t—-2=0 < (t—2)(t+1)=0. Las raices son t =2 y t = —1.

La matriz N-M es invertible para todo t € R\ {—1, 2}. ‘
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Ejercicio 2. Geometria

Sea r la recta que pasa por los puntos A = (0,1,1) y B = (1,1,—1).
a) Encuentre la ecuacién paramétrica de la recta r.
b) Calcule todos los puntos de la recta r que estan a la misma distancia de los planos
mixt+y=-—2y me:x—2z=1.
Solucién:

a) Encuentre la ecuacién paramétrica de la recta r.

La recta pasa por el punto A(0,1,1) y su vector director es ¥ = AB=B - A= (1,0,-2).

La ecuacioén paramétrica es (z,y,z) = (0,1,1) + A(1,0, —2). ‘

b) Calcule todos los puntos de la recta r que estan a la misma distancia de los planos
m:rt+y=-—2y mp:x—2z=1.

Un punto genérico de r es P(\, 1,1 —2)).

La condicion es d(P,m) =d(P,mg),conm :x+y+2=0ym:z—2z—1=0.

At142] A-20-20 -1 [A+3[_ [5A 3]

V5|A + 3] = v2[5) — 3|. Elevando al cuadrado: 5(A? 4+ 6+ 9) = 2(25A2 — 30\ +9). 5A2 + 30\ + 45 =
5002 — 60\ + 18 = 4502 — 90\ —27=0 = 5\ —10A -3 =0.

N\ = 101\/11(1)30%0 — 14+ \/11550 — 14+ 2@.

Hay dos puntos, correspondientes a A =1 +

2+4/10
.
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Ejercicio 3. Analisis
3 2

Sea la funcion f(z) = z° — z°.

a) Encuentre la ecuaciéon de la recta tangent a la grafica y que es paralela a la recta de
ecuacion x + 3y = 0.

b) Calcule, si existen, los puntos de la grafica en que la funcién presenta un maximo o minimo
relativo o un punto de inflexiéon.

Solucion:

a) Encuentre la ecuacion de la recta tangent a la grafica y que es paralela a la recta de
ecuacion ¢+ 3y =0

La pendiente de # + 3y =0 = y = —x/3 es m = —1/3. Buscamos los puntos donde f'(z) = —1/3.
fl(x)=32" 20 = 32% - 2r=-1/3 = 92° —62+1=0 = 3z —1)>=0.

La tnica solucién es 2 = 1/3. El punto de tangencia es (1/3, f(1/3)) = (1/3,—2/27). La recta tangente
esy—(—2/27)=-1/3(x —1/3) = y+2/27T=—-x/3+1/9 = y=—x/3+1/27.

1 1
La ecuacién de la recta tangente es y = —5:13 + erd

b) Calcule, si existen, los puntos de la grafica en que la funcién presenta un maximo o minimo
relativo o un punto de inflexion.

Extremos relativos: f/(z) =32 —2z=2(32 -2)=0 = 2z =0,z =2/3.
f"(z) =6z —2.

f"(0) = =2 < 0 = Maximo relativo en (0,0).

f"(2/3) =4—2=2>0 = Minimo relativo en (2/3, —4/27).

Punto de inflexion: f"’(z) =6x-2=0 = = =1/3.

f"(x) =6 # 0, por tanto es un punto de inflexion.

El punto es (1/3,—2/27).

Maximo en (0,0), Minimo en (2/3, -4/27).
Punto de inflexion en (1/3, -2/27).
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Ejercicio 4. Geometria

Considere los puntos P = (3,—2,1),Q = (5,0,3), R = (1,2,3) ylarecta r: {

a)

b)

r+y+1=0
2y +3z2—5=0

Determine la ecuacién general (es decir, que tiene la forma Ax + By + Cz = D) del
plano que pasa por P y Q y es paralelo a la recta r.

Dados el pla 4+ 2y+m-2 =7 y el pla que pasa por P, Q i R, encuentre m para que
sean paralelos y no coincidentes.

Solucion:

a)

b)

Determine la ecuaciéon general (es decir, que tiene la forma Az + By+ Cz = D) del
plano que pasa por P y Q y es paralelo a la recta r.

El plano 7 esta definido por un punto, P, el vector P@, y el vector director de la recta r, ¥,.
Vector PQ=Q — P = (2,2,2), podemos usar el proporcional (1,1,1).
Vector ,.:

ik
1 0l=(3,-3,2).
2 3

La ecuacién del plano es:

(=3)(5)— (y+2)(-1)+ (2 —1)(—=6) =0 => br—15+y+2—624+6=0 => Sx+y—6z—7=0.

’La ecuacion del plano es 5z +y — 62 = 7. ‘

Dados el pla 4+ 2y+m-2 =7 y el pla que pasa por P, Q i R, encuentre m para que
sean paralelos y no coincidentes.

Primero, hallamos el plano mpgpr. Usamos el punto P y los vectores PQ = (2,2,2) y PR = (-2,4,2).
El vector normal es 7 = P@ x PR = (—4,—8,12). Podemos usar el proporcional (1,2, —3).

El plano es  + 2y — 3z + D = 0. Pasa por P(3,-2,1): 3+2(—2) —3(1)+ D =0 = D = 4. El plano
es TpQr : ¢ + 2y — 3z = 4.

Para que este plano sea paralelo a 7’ : x4+ 2y +mz = 7, sus vectores normales deben ser proporcionales:

12 8
1 2 m =

Como D =4 # D’ =7, no son coincidentes.

El valor es m = —3.
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Ejercicio 5. Analisis

Sea la funcion f(z) = vz +x — 2.

a) Compruebe que la funcién f(x) cumple el enunciado del teorema de Bolzano en el
intervalo [0, 2] y que, por tanto, la ecuacién f(x) = 0 tiene alguna solucién en el intervalo
(0, 2). Compruebe que & = 1 es una solucién de la ecuacién f(x) = 0 y razone, teniendo
en cuenta el signo de f’(x), que la solucién es tinica.

b) A partir del resultado final del apartado anterior, encuentre el area limitada por la grafica
de la funcién f(x), el eje de las abscisas y las rectas * =0 y x = 1.

Solucion:

a) Compruebe que la funcién f(x) cumple el enunciado del teorema de Bolzano en el
intervalo [0, 2] y que, por tanto, la ecuacién f(x) = 0 tiene alguna solucién en el intervalo
(0, 2). Compruebe que x = 1 es una solucion de la ecuacién f(x) = 0 y razone, teniendo
en cuenta el signo de f’(x), que la solucién es tnica.

Teorema de Bolzano:
1. f(x) es continua en [0, 2].

2. f(0)=-2<0y f(2) =v2>0.

Se cumplen las hipdtesis, por tanto existe una raiz en (0, 2).
Comprobamos z = 1: f(1) =+/1+1—2 = 0. Es solucion.
Para la unicidad, estudiamos la derivada: f'(z) = ﬁ + 1L

Para = € (0,2), f'(z) > 0. Esto significa que la funciéon es estrictamente creciente en el intervalo, por
lo que solo puede cortar el eje una vez.

’La soluciéon x = 1 es tnica porque la funcién es estrictamente creciente.

b) A partir del resultado final del apartado anterior, encuentre el area limitada por la grafica
de la funcién f(x), el eje de las abscisas y las rectas * =0 y x = 1.

En [0,1], f(z) < 0. El rea es A = fol —f(x)dz = fol(f\/f —x+ 2)dw.

22 g Yoo 22 2 1 —4-3+412 5
A= |- T po| =-Zava-L 42 —moerell
g g ) = lgeve gt

o=
I
|
I
|
I
+
[N
Il
|
I

5
El area es P u3.
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Ejercicio 6. Algebra

Unos estudiantes de bachillerato han programado una hoja de calculo como la de la figura

siguiente que da la soluciéon de un sistema de ecuaciones compatible determinado de una manera
automatica:

a) Escriba el sistema y compruebe que los valores propuestos como solucién son correctos.
b) ;Qué valor se tendria que poner en lugar del 2 que estda enmarcado en la imagen, cor-

respondiente a la celda E8 de la matriz de coeficientes (a33), para que el sistema fuera
incompatible?

Lberationsans + (10 .+ N C S A-@ -

)
]
1]
|

ES T 2 = |2
8 O s
X y z sistema: COMPATIBLE DETERMINAT
1 2 1] -6 L x=1_|
7 1 -1 2| -3
3 2 1 6 y=-2 |
10 z=3 |

Solucion:

a) Escriba el sistema y compruebe que los valores propuestos como solucién son correctos.

b)

x+2y—2z2=—6
El sistema es: ¢ o —y — 22z = —3
20 +y+22=6

Comprobamos la solucion (1,-2,3): 14+2(-2)-3=1-4-3=-6. 1—-(-2)—-2(3)=14+2—-6=—3.
2(1)+(-2)+23)=2—-2+6=6.

’El sistema es correcto y la solucién es valida. ‘

({Qué valor se tendria que poner en lugar del 2 que estid enmarcado en la imagen, cor-
respondiente a la celda E8 de la matriz de coeficientes (a33), para que el sistema fuera
incompatible?

T+2y—z= -6
El nuevo sistema es ¢ . —y — 2z = —3
20 +y+kz=6

Para que sea incompatible, el determinante de la nueva matriz A’ debe ser cero.
2 -1

1
A =1 -1 =2|=1(-k+2)—2k+4)—-11+2)=-k+2—-2k—8-3=-3k—09.
2 1 k

[A=0 = -3k—9=0 = k=-3.
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Para k = —3, Rg(4’) = 2. El rango de la ampliada es 3. El sistema es incompatible.

’Se tendria que poner el valor k = —3.

&
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Sériel
Ejercicio 1. Algebra

6x +3y+2z=5
Considere el sistema de ecuaciones lineales { 3z + 4y + 6z = 3 para m € R.

z+3y+2z=m

a) Explique razonadamente que para cualquier valor del parametro m el sistema tiene una
tunica solucion.

b) Resuelva el sistema y encuentre la expresion general del punto solucion.

Solucion:

a) Explique razonadamente que para cualquier valor del parametro m el sistema tiene una
tnica solucién.

El sistema tendré una tunica solucién si es Compatible Determinado.

Esto ocurre si el determinante de la matriz de coeficientes, A, es distinto de cero.

6 3 2
|A|=1{3 4 6|=6(8—18)—3(6—6)+2(9—4) = —60+ 0+ 10 = —50.
13 2

Como |A| = —50 # 0 independientemente del valor de m, el rango de A es siempre 3.

Por el Teorema de Rouché-Frobenius, el sistema es siempre Compatible Determinado y tiene solucion
Gnica para todo m.

El sistema tiene solucién tnica porque |A| = —50 # 0 para todo m.

b) Resuelva el sistema y encuentre la expresiéon general del punto solucién.

Resolvemos por la Regla de Cramer.

5 3 2
3 4 6
_|m 3 2 _—10m+20_m—2
YT 50 T S50 5
6 5 2
3 3 6
1 om 2] 30m-60 6-3m
Y= 50 T T 50 5
6 3 5
3 4 3
_ 1 3 m _15m—25_5—3m
T 50 T S50 10

. m—2 6—-—3m 5—3m
La solucién es R R .
5 10



https://mentoor.es

Matematicas II. Cataluna 2018, Convocatoria ordinaria

Ejercicio 2. Geometria

Sean el plano de ecuacién w:xz+y — 2 =0 y el punto P = (2,3,2).

a)
b)

Calcule el punto simétrico del punto P respecto del pla .
Calcule la ecuaciéon cartesiana (es decir, que tiene la forma Az + By + Cz = D) de los
dos planos paralelos a m que estan a una distancia /3 del punto P.

Soluciéon:

a)

b)

Calcule el punto simétrico del punto P respecto del pla .
Recta r perpendicular a 7 por P: ¢, =7, = (1,1,-1). r = (z,y,2) = (2,3,2) + A\(1,1,-1).
Interseccion Mdery m (24N +B+A)—-(2-N)=0 = 3A+3=0 = A=-1. M =(1,2,3).

Punto simétrico P = 2M — P = (2,4,6) — (2,3,2) = (0,1,4).

’El punto simétrico es P’(0,1,4). ‘

Calcule la ecuaciéon cartesiana (es decir, que tiene la forma Az + By + Cz = D) de los
dos planos paralelos a m que estan a una distancia /3 del punto P.

|24+3—-2+D| _ |3+D| __
= =3

Un plano paraleloes 7’ : 2 +y — 2+ D =0. d(P,n’) = VIt (-1)2

3+ D|=3.3+D=3 = D =0. (Este es el plano original). 3+ D =-3 = D = —6.

Los dos planos son el que pasa por P y otro. La distancia de P al plano original es % =+/3. Un

planoes m :x+y—2=0. Elotroes x +y — 2+ D = 0. Los puntos son P £ d - flypnitario- El segundo
planoesz+y—2—6 =0.

Los planos sonx+y—z2=0yx+y— 2 —6 = 0.
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Ejercicio 3. Analisis

Sea la funcién f(z) =a-e =+ con a#0 y b#0.

a) Calcule los valores de a y de b que hacen que la funcién tenga un extremo relativo en el
punto (1,e).

b) Parael caso a =3 y b =5, calcule la asintota horizontal de la funcion f cuando x tiende
a —+oo.

Solucion:

a) Calcule los valores de a y de b que hacen que la funcién tenga un extremo relativo en el
punto (1,e).
f()=e = a-e=¢c = a-e1=e! = Infa)+b—1=1 = In(a) +b=2.
f'(z) = a-e* H0(—2z 4+ b).
f(1)=0 = a-e 1*%(=2+b) =0. Como a,e # 0, entonces —2+b=0 = b=2.
Sustituyendo: In(a) +2=2 = In(a) =0 = a=1.

a=1,b=2.

b) Para el caso a =3 y b =5, calcule la asintota horizontal de la funcién f cuando x tiende
a “+oo.

f(z) =3e=2"+5%_ Jim,_, o 3¢~ 752 = 3elima—oo(—a*+52) — 3p—00 — (),

La asintota horizontal es y = 0.

10

&
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Ejercicio 4. Analisis

Sabemos que una funcién f(x) esta definida para todos los ntimeros reales y que es derivable
dos veces. Sabemos también que tiene un punto de inflexién en el punto de abscisa ¢ = 2, que
la ecuacion de la recta tangent a la grafica de la funcién f(x) en este punto es y = —124x + 249

y que f(—3)=—4.

a) Calcule f”(2),f'(2) v £(2).
b) Calcule ff3 f'(x)dz.

Solucion:

a) Calcule f7(2),£/(2) v £(2).

Punto de inflexion en x =2 = f”(2) = 0. La tangente en = 2 es y = —124x + 249. La pendiente
es f'(2) = —124. El punto de tangencia esta en la curva: f(2) = —124(2) 4 249 = 1.

’f”(2) =0,7'(2) = —124, f(2) = 1.‘

b) Calcule [*, f/(z)dz.
Por la Regla de Barrow (Teorema Fundamental del Calculo):
2
| £ =@k = £2) - 5(-3).
-3

Conocemos f(2) =1y f(—3) = —4.
=1—(—4) =5.

’El valor de la integral es 5.

11

&
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Ejercicio 5. Geometria

Sean las rectas rlzw—1=%=z—5 y r2:(z,y,2) = (2—3X\, -1+ X,2).

a) Encuentre la ecuacion cartesiana (es decir, que tiene la forma Ax + By + Cz = D) del
plano que contiene la recta r; y es paralelo a la recta 7.

b) Diga qué condicién se ha de cumplir para que exista un plano que contenga la recta r;
y sea perpendicular a la recta r2. Con las rectas r; y 72 del enunciado, compruebe si
existe un plano que contenga la recta r; y sea perpendicular a la recta 7rs.

Solucion:

a) El plano pasa por P;(1,2,5) y tiene vectores directores v (1, —1,1) y vh(—3,1,0).

x—1 y—2 2z-5
1 -1 1 |[==(x—-1)—3(y—2)—2(z—5)=0.
-3 1

—r—3y—22+17T=0 = x+3y+2z=17.

x4+ 3y + 2z =17.

b) Para que el plano contenga a r; y sea perpendicular a ro, el vector director de r; debe ser perpendicular
alde rq. U775 = (1,—1,1)-(=3,1,0) = =3—1 = —4 # 0. No son perpendiculares, por tanto, no existe
tal plano.

’ Condicién: v; L U5. No existe tal plano.

&

12
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Ejercicio 6. Algebra

—1 0 1
Considere la matriz A = 0 -1 0
1 1 1

a) Si I es la matriz identitad de orden 3, calcule para qué valores de k la matriz A + kI
tiene inversa. Encuentre, si existe, la matriz inversa de A — 21I.

b) Calcule la matriz X que satisface la ecuaciéon X - A + AT = 2. X, en que AT es la matriz
transpuesta de la matriz A.

Solucién:
-1+k 0 1
a) [A+kIl=| 0 14k 0 |=(1+k2A+k)+(-D)(-1+k) =k -k —-k+1-k+1=
1 1 1+k
-3 0 1
k3 — k% — 2k + 2. Tiene inversa si k> —k? —2k+2#0. A-2I=| 0 -3 0 |.|A-2I|=6#0.
1 1 -1
3 1 3
(A-2D)"t=310 -2 0
3 3 9
1 3 1 3
Inversaparakg_f{1,:|:\/§}.(A—2I)_1=8 0 -2 0
3 3 9

b) X - A—2X =-AT = X(A-2I)=-AT — X =—AT(A—2I)"".

-1 0 1\, /3 1 3 L0026
X=-{0 -1 1)zl0 2 0]=—rf35 09
1 0 1 3 3 9 6 4 12
L (0 2 6
X=--(35 9
6\6 4 12
13 (V4]
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